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Rezime

U radu je prikawano poredenje dva hibridna genelska
algoritma (GA) (bazirana na postojecim heuristikama)
#a resavanje problema minimalnog Steinerovog stabla
(MSET). Egzaktni algoritmi problem resavaju u ckspo-
nencijalnom vremenu. Uparedivane su dve razlicite for-
mulacije, i dva razlicita pristupa problemu. Na kraju se
isti¢e znacéaj ovih algoritama, i potom se navode moguce
ideje za dalji rad u ovej oblasti,

Kljucne reci: NP kompletni problemi, mimalno
Steinerovo stablo (MSET), genetski algoritani.,

1 UVOD

1.1 NP kompletni problemi

Klasa problema za koje se ne moic direktno
dokazati da su eksponencijulne slozenosti, ali za
koje nije pronaden ni algoritam koji ih resava u poli-
nomijalnom vremenu, predstavija klasu NP ko
pletnih problema. Poznali su: problem trgovackog
putnika, hojenje Gvorova grafa, problem ranca,
nalazenje Hamiltonove konture u gralu.., Ako hi
se za nekl od ovih problema nagno polinomijalan
algoritam, tada bi se on magie primenili i na sve
ostale NP kompletne probleme. Vige o tome moje

se nadi u [1],[4],[9).

1.2 Steinerov problem na grafu

Steinerov problem na grafu (SPG) je jedan od
klasiénil problema kombinatorne optimizacije. On
ima Siroku primenu: ko dizajniranja incgracionily
kola, kao i kod dizajniranja velikih mresa (teleko-
munikacije, naftovodi, trafo-stanice...)

I formulacija problema:

Dato je n tacaka u ravni (skup évorova W).
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Povedimoe th granama, a svakaoj grani (i v;) do-
delimo tezinu koja predstavlja euklidsko rastojanje
medu ¢vorovima v i v;. U polinomijainom vre-
menu moguce Je rediti MSpT (Minimum spaning
tree) problem,([1]) tj. nadi stablo najmanje teizine
koje povezuje sve évorove. Medutim, ukoliko se pos-
tojecem grafu dodaju jod neki ¢vorovi, moze se do-
biti stablo manje teiine. MStT Je medu tim sta-
blitna ono sa najimanjom tefinom. Ocigledno, da
hisino ga Jedinstvens odredili, problem svodimo na
nalazenje braja Steinerovih (pridodatih) tacaka, i
na odredivanje njihove pozicije u ravui.

Primeri su dati na slici 1.

/ ™~

slika 1
MSET u jednostavnim situacijama.
Steinerove tacke su boldovane.

IT fornmlacija problema:

Dal je tezinski neorjentisani povezani gral (7 =
(V. I). Pozitivna lezina (cena) svake “grane data
© B = IRY. Cena grafa (i je
e(() = Y e o(a).
Uocen je fiksni podskup évorova W C V. Treba
naci povezani podgral (7 = (V') '), takav da
W C V" idaje () minimalna.

Svaki aciklieni podgral ¢ takav da W c V' je
Steinerovo stablo za W u (4, a onaj sa minimal-
nem cenom je wmdnialno Sleinerovo stable za W
Gy oodns MSUT. Skup V! YW Woje skup Steinerovih
cuorova. Dokazano je da je problem NP-kompletan
[].

Optimalna refenja nadena su egzaktno samo za
miale dimenzije problema, dok su za vede dimens-
ije problema u praksi upolrebljive samo heuristike,

1.3 Prost genetski algoritam

Osnovna ideja (GA je preuzeta iz prirode - konver-
gencija u (GA je zasnovana na mehanizmu evolucije
i prirodne selekcije. U skiadu sa tim, posmatramo



skup od N jedinki koji predstavija populoeiu lik-
sne duzine. Svaka jedinka ima svoju funkeiju pri-
lagodenosti (fitness function) - koja odgovara vred-
nosti funkeije koju maksimiziramo y datoj Lacki.
Jedinke iz populacije zapravo predstavljaju kodi-
rane (po nekom pravilu, najicice binarno) digkretne
vrednosti iz domena. Nad jedinkama se visi se-
lekcija na osnovu prilagodencsti (bolje prilagodene
Jedinke e sa vedon verovatnodom preneti sV0)]
genelski materijal u naredne generacije, od onili
drugih).

Nad parorn selektovanili jedinki vrie se dve osnovne
GA operacije: whrsianje i mutacija. Na Laj nacin,
od dva roditelja dobijamo dva potomla koja zauzi-
maju njihovo mesto u narednoj generaciji, a koja su
(ako su parametri GA dobro izabrani i ako je kodli-
ranje odgovarajuée) bolje prilagodena.
Jedan opiti GA je sledeceg oblika:

Ukratko,

L. Na slucajan nacin generisi N jedinki - inieijal-
izu] pocetnu populaciju,

2. Ponavljaj, do ispunjenja kriterijuma za izlaz:

4. Dekadiraj jedinke i izrazunaj njihovu funkeijn
prilagodenosti, f(i).

4. Selektuj N/2 puta parove jedinki i nad njima
izvr& ukritanje i mutaciju.

5. Starn generaciju zameni novom i vrati se na 2

Kriterijumi za zavrietak algoritina mogu biti:

e Dostignut je unapred fiksiran broj generacija
(zadaje se kao parametar (1A).

» Dobijeno je optimalno resenje (ako se unapred
zna).

e Najbolju jedinka se u vedem broju generaciia
ne menja (ovo nije garanl da je nadeno regenje
ujedno i aptimalno).

Izbor jedinki za ukrtanje se vrii po principu proste
(rulet) selekeije, odnosno verovatnoda da de i-ta
Jjedinka biti izabrana je Iroj

fi

P o= ,‘ U prostom GA ukritanje je

Jednopoziciono. Za dve hinarno kodirane jedinke,
na slucajan nadin se generie pozicija ukritanja,
prirodan broj p € {1,...,0 -1}, gde je [ unapred
fiksirana duzina koda jedinke.

Primoeor 1:

Pretpostavimo da su u nekoj populaciji ({ = 7) iz
abrane jedinke 1011001 i 0101011, i da Jje gener-
isana pozicija ukritanja p = 3. Dakle,

101]1001 = 101]1011

0Lof1oerl = 010[1001

Od interesa je da pomenemo i uniformno
ukrstanje koriséeno u algoritimu koji sledi:

Ziv svaki par izabranih jedinki se na sluéajan nacin
generise maska- binarni niz duzine [, Ako je na -LoJ
poziciji maske 1, tada prvi potomak uzima gen od

prvog roditelja, drugi od drugog, ako je 0 - obrnuto.
Primer 2:

Neka su roditelji isti kao u prethodnom primeru,
i ncka je generisana maska 1007001, Ulkrstanje je
tada:

1O 100! = L1071 011
010101 = 0111001

Mutacija se primenjuje nad ovako dobijenim po-
tomeima na slededi nacéin: slidajno se generise pozi-
cija na kojoj se u datoj jedinei komplementira bit,
iz 1 ud0,iobrouto.

Ovim se postize raznovrsnost genetskog materijala,
jer u nekim situacijama gore definisano ukritanje
moze da dovede do preuranjene konvergencije (pre-
mature convergence), to jest do konvergencije ka

nekom lokalnom ekstremumn.

Hibridni GA:

U nekim situacijama je racunanje fitness funkeije
suvise skupa operacija, pa se wmesto prave vred-
nosti mogu iskoristiti priblizne (dobijene na primer
nekom heuristikom). Isto tako, mogu se vriti ko-
rekeije nadenog refenja u cilju poboljsanja brzine
rada algoritma.  Ove ideje su primenjivane u
naredna dva GA i predstavljaju samo neke od
nacina hibridizacije. Za vise detalja o tome videti

[2).

2 REALIZACIJA GA

2.1 Prva formulacija

Problem je moguée res

ok

1 prostim GA. Primen-
tija,mutacija i ukrstanje nad
Kodiranje je izvrieno na
slededi nagin: Neka je » broj dodatih Steinerovih
tacaka. Kodirajmo = 1 y koordinate sa po b bitova.
Steinerove tacke de se svakako nalaziti unutar kon-
veksnog mnogougla koji opisuje datih n tacaka.
Podelicemo dakle na 2¥ — | podintervala - na 2-
osi interval od krajnje leve do krajnje desne tacke
Iz skupa W, a na y-osi od krajnje gornje do krajnje
donje tacke. Na taj naéin dobili smo ‘mresu’ po ko-
joj vriimo pretrazivanje oplimalnili » Steinerovih
Lacaka.

Juju se klasicna se
kodovima  jedinkj.

U skladn sa tim, hramozom jedinke iz populacije
imace redom 2 1y binarno kodirane koordinate
r Steinerovihi tataka. Dakle duiina hromozoma
Je 2br. Jasno je da ovake kodirana jedinka na
Jedingtven nadin odreduje jedan potpun graf sa



n+r tacaka na kojem se problem minymalnog raze-
pinjuceq stabla (MSpT) refava u polinomijalnom
vremenu.  Uspedno pretrazivanje ([7]) izvedeno je
pogodnim izborom parametara:

verovatnoda ukritanja: p, = 0.5

verovatnoda mutacije: p,, = 0.01,

zasnovanog na rezultatima iz (6], dok je cksperimen-
talno pokazano da je optimalna veli¢ina populacije

broj od 30 do 100, (u [7] ¥ = 50).
Heuristika

Zbog velikog broja suboptimalnili resenja i male ra-
zlike u duZini tako dobijenih Steinerovih stabala,
potrebno je bilo na jod neki nadin ubrzali konver-
genciji. Tako je gornji algoritam hibridizovan do-
datnom heuristikorm, koja fitness funkeiju ne raduna
preko MSpT problema (slozenosti O(n logn)), ved
stablo koje predstavlja MSpT "&sti” od suvisnih
Steinerovih tacaka, na osnovu sledeéil cinjenica:

L. Ako je |[W| = n, tada je broj moguéih
Steinerovih tacdaka najvise n — 2,

2. U MSET stepen Steinerovih évorova je 3, a ugao
iztnecju izlaznib grana je 1209 (videti sliku
[y u geometriji poznata Toridelijeva ladka u
trouglu)

Tako, Steinerove taike stepena | uklanja zajedno
sa incidentnom granom, a za tatke stepena 2 uk-
lanjaju se obe grane i susedni &vorovi povezuju di-
rektno.  Cvorovi stepena 3 iterativno se parmer-
aju u priblizno optimalnu pozicijn. Naime, za dali
Steinerov Gvar rafunase veklor pomeraja kao suma
vektora incidentnih grana.  Duzina pomeraja se
proizvoljno bira, i sve dok ima efekta vrdi se pomer-
anje u datom pravea i smeru za tu duZinn, Kada lo
vise ne daje rezultala, veliting pomeraja se sman-
Juje duplo, i postupak se ponavlja sve do odredene
tacnosti. Sto se Gvorova stepena vedeg od 3 tide, oui
se relaksacijom drveta (odredenim granama se do-
deli beskonacna duzina, i na taj nacin se eliminisu
iz minimizacije) svode na stepen jednak 3. Ovim jeo
postignuto ubrzanje u odnosu na gornji algoritam
za oko 20 puta. ’

2.2 Druga formulacija

Pretpostavimo da je |W| = n, |V/|=m i |$] =
V| = [W| = ». Za ovaj problem, unapred je poz-
nat skup taaka preko kojih se vrdi minimiziranje,
(to je S5), ali se ne zna da i v MSET-u udestvaju
sve tacke iz S, 1l samo neke od njih. Stoga se na
neki nacin one numerisu, kao évorovi v; € 5, i =
0,...,r = 1. Ovim se, medutim, na prirodan nadin
nadalje sugerise kodiranje koje uspesuo resava prol-
lem. Duzina koda jedinke je sada » (uporediti to sa
duzinomn koda prethodnog algoritimal), dakle vreme

pretrazivanja je znatno krace, ali sve je to posledica
anacajno jednostavnije formulacije u ovom sludaju.
Kad jedinke je dakle sada jedan binarni niz
boby ... be—y, gde vrednost b; = | oznadava da i-ta
tacka po recdu ucestvuje u formiranju Steinerovog
stabla.

Primenjeno je uniformno ukrétanje, ali se "brzina’
(verovatuoda) mulacije menja kroz izvrdavanje al-
gorilima, po pravilu:

JN Pmin — NT’mﬂ
[T T:"W(]’mu.u =t I'm{u)Nx( + L:T““E“

Ny je broj razlicitih Steinerovil stabala predstavi-
jenih jednom generacijom, a Pz 1 Pmin unapred
zaulaki parametri (granice u kojima treba p,, d'q se
krece). Teorijski je pokazano da p,, ispod odredene
graunice nema vide nikakvog uticaja na GA, ali i da
iznad neke granice previse ‘razbija’ genetski ma-
terijal.  Ovim je takode omoguédeno da se brzina
mutacije linearno povedava, onda kad raznovrsnost
genetskog materijala krene da opada.

N — 1 clan inicijalne populacije se bira na proizvol-
Jan nacin, a jedan flan se bira tako da zadovolji
gornju ocenu grefke, koja garantuje da ée se n
svakoj slededo] generaciji dobiti reSenje ne lodije od
prelodnog (videti [3]). Naime, pokazano je da za
Trmn (videti nastavak teksta) vazi:

t‘.(f[‘]gﬁ,[[g} S 2(1 = l/??l")(?(M.S'lT),

pri cemu je m’ < m - broj listova u MStT.
I u avoj situaciji u raéunu fitness funkeije primen-
Jjena je jedna heuristika za aproksimaciju MSET za

Wou (.
KMB Henvistika (Kou, Markowsky and Berman)

uliva: gral (= (V| E), cena ¢ : = RT, i podskup
W.

I. Konstruisati gral D{(7) = (V, L) u odnosu na
(¢, pri éemiu su grane (4, j) € L izradunate kao
minimalna rastojanja od ¢ do j preko dvorova
iz (/. (ovo je na primmer polinormijalno reieno
Floyd-Warshalovim algoritmorn, [1]). Dakle
D7) je potpun grafl.

2. Konstruisati podgraf (7} od D((7) indukovan
skupom W.

3. Nadi MSpT Ty za (7.

4. O grana iz T rekonstruisali najkrade puteve
i (L OQanacimo taj podgral sa (i,

5. Nadi MSpT Ty za (0.

6. Brisanjem svihh évorova v € V \ W stepena
Jedan, dobijameo aproksimaciju za MSUT u oz-
naci Tiear o
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U ovomn GA nije primenjivana politika zaunene kon-
pletne generacije slededom (generalional vepluce-
ment), ved tzv. sleady-siale politika, tj. ukolike
bi genetski materijal nekog od roditelja bio balji od
onog kad potomka, tada bi holji roditelj presao u
sledecu generaciju ninesto lodijeg potomla. Time hi
se sprecilo gubljenje dobrih kombinacija (o konver-
genciji GA videti [8]).

3 ZAKLJUCAK

Primetimo konacne da se prvi problem moie prefor-
mulisati v drugi. Naime, tada je skup 8 potencijal-
nih Steinerovih tacaka skup svih tadaka koje prave
mrezu u ravoi - skup pe keme vréimo pretraZivanje.
Prvi algoritam ima znacaja u tome sto predstavija
Jedan od prvil pakusaja resavanja MSUT preko (A,
Drugi pak ima Leorijskog znacaja u dobraj oceni
greske, zasnovane na KMR aproksimaciji Msi?
problema. On se takode pokazao nspednim 1 kod
Jako velikil dimenzija - testiran Je na 60 najvedil
primera iz OR-Biblioteke, zajedno sa drugim algo-
ritmima, gde se pokazao ili konkurentnim ilt baljim
- u smislu: nije bio osetljiv na specijalne slucajeve
(kao Sto npr. branch&hound metod Jeste),

Neki pravac kojim hi se dalje moglo nastaviti y
smislu primene (GA na MSLT, verovatno b morao
biti nova hibridizacija novijin hearistikama, ili pak
hibridizacija zasnovana na nekim novim saznanjima
vezanim za kodiranje i dekodiranje jedinki. Owo
oluda $to je prvi algoritam praktiéno pokazao da
prost. GA nije od neke velike pomodi u resavanju
MSLT problema.  Takode se moge raciti na js-
traZivanju nekih novily (1A operatora koji hi even-
tualno doveli do poboljsanja performansi algoritina.
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Abstract

This paper shows a comparison between two hybrid GA

(bascd on the existing heuristics) resolving a minimal -

Steiner tree problem. The exact, algorithins resolve this
problem in exponential time. Two diferent formula-
tions, and two dilerent, approaches are compared,
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